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GAS-PARTIKEL-STROMUNGEN AN EINEM
KEIL IM UBERSCHALL

H. W. Stock
Dornier GmbH, Postfach 1420, Friedrichshafen, B.R.D.

(Received 8 July 1978)

Zusammenfassung — Fiir einen gefrorenen Stoss bei Gas-Partikel-Stromungen ist gezeigt worden, dass das
Partikelvolumen auf die Zustandsgréssen unmittelbar hinter dem Stoss keinen Einfluss hat. Damit
entspricht der Gaszustand unmittelbar hinter dem Stoss dem des reinen Gases. Bei Partikeln kleinen
Durchmessers ist der Einfluss des Partikelvolumens auf die Gleichgewichtszustdnde hinter dem Relaxations-
gebiet nur bei grossen Partikelmassestromen und geringen Partikeldichten, bzw. hohen Gasdichten spiirbar.
Bei vernachlissigbarem Partikelvolumen k6énnen die Gleichgewichtszustinde mit den Gleichungen idealer
Gase berechnet werden, wenn fiir das Verhiltnis der spezifischen Wirmen und fiir die Schallgeschwindigkeit
die Grossen des Gas-Partikelgemisches eingesetzt werden.

Fiir das Partikelverhalten in der Stosschicht am Uberschallkeil konnten analytische Ausdriicke fiir die
Flugbahn, die Auftreffgeschwindigkeit auf den Keil und die Auftreffdichte der Partikel angegeben werden.
Bei der Herleitung der Gleichungen wurden drei verschiedene Widerstandsgesetze benutzt, die den gesamuen
Reynoldszahibereich abdecken.
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BEZEICHNUNGEN B Koordinate senkrecht zur Keil-
a, Schallgeschwindigkeit ; oberfliche;
A, B, Zahlenwerte definiert in (46); Vs Auftreffgeschwindigkeit der Parti-
c, spezifische Wirmekapazitdt der kel;
Partikel ; Vi Aulftreffgeschwindigkeit der Parti-
p, spezifische Wirmekapazitit der kel an der Keilspitze.
Luft; o
Cos Widerstandsbeiwert ; Griechische Buchstaben
c*, kritische Geschwindigkeit; é, Keilwinkel ;
D, Partikeldurchmesser ; £, Volumenanteil der Partikel;
E, Auftreffdichte; n, Verhiltnis von Partikel- zu Gas-
H, Hohe; massenstrom
M, Machzahl; 6, Stosswinkel; °
D, statischer Druck ; K, Verhiltnis der spezifischen Wair-
Prs Totaldruck ; men ;
Pr, Prandtlzahl; AGs Relaxationslinge der Geschwin-
P, Ausdriicke definiert in (52), (55) digkeit;
und (58); Ars Relaxationslange der Temperatur;
Re, Reynoldszahl; i, Dynamische Zihigkeit;
T, statische Temperatur; P Dichte;
Ty, Totaltemperatur; @, Masseanteil der Partikel;
U, resultierende Geschwindigkeit ; @ Grossen definiert in (27);
Uy, Uy, U,th, Komponenten der Geschwindig- Q. Grossen definiert in (15).
keit, definiert in den Bildern 3 und 4 .
(Kap. 1-4); Indices
u, v, dimensionslose Geschwindigkeits- G, Gemisch;
komponenten, (Kap. 5); D Partikel ;
X, Koordinate senkrecht zum Stoss; oL, vor dem Stoss;
x7, Anfangswert fiir x am Beginn des 1, hinter dem Stoss.
Giiltigkeitsbereiches eines Wider-
standsgesetzes;
X, Koordinate entlang der Keilober-
fliche ; 1. EINLEITUNG
¥, Koordinate parallel zum Stoss; STsSE in einer Gas-Partikel Uberschallstrémung
v, Anfangswert fiir y am Beginn des storen das Temperatur- und Geschwindigkeitsgleich-

Giiltigkeitsbereiches eines Wider-
standsgesetzes ;
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gewicht zwischen den Phasen. Ein Relaxationsgebiet
entsteht, in dem der Gleichgewichtszustand zwischen
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den Phasen durch Impuls- und Wirmeaustausch
wiederhergestellt wird. Bei kleinem Partikelmasse-
strom ist der neue Gleichgewichtszustand gegeben
durch die Grossen der reinen Gasstromung. Wichst
dagegen der Partikelmassestrom an, so wird der
Impuls und Wirmeaustausch zwischen den Phasen
den neuen Gleichgewichtszustand beeinflusst haben.

Relaxationsvorginge bei senkrechten Verdich-
tungsstossen und nicht vernachldssigbarem Partikel-
massestrom sind in [1-4] behandelt worden. Die
Arbeit von Schmitt—Schubert [5] beschiftigt sich mit
der Struktur senkrechter Stdsse bei geringem Partikel-
massestrom. Relaxationsvorgéinge bei expandierenden
Stromungen sind in der Arbeit von Marble [2] fiir
kleine Partikelmassestrome beschrieben worden.

Die Flugbahnen, Auftreffgeschwindigkeiten und
Auftreffdichten von Partikeln bei Stromungen mit
kleinem Partikelmassestrom um Keile, Kegel und
Kugeln sind in den Arbeiten [6-9] behandelt worden.

Die vorliegende Arbeit untersucht fiir Strémungen
mit schiefen Stossen und nicht vernachldssigbarem
Partikelmassestrom den Einfluss des Partikelvolu-
mens auf die Zustinde unmittelbar hinter einem
gefrorenen Stoss und auf die Zustinde im Gleichge-
wichtsgebiet fiir Partikel kleinen Durchmessers. Fiir
kleine Partikelmassestrome werden analytische Aus-
driicke fiir Flugbahnen, Auftreffgeschwindigkeiten
und Auftreffdichten der Partikel am Uberschallkeil
hergeleitet ohne die vereinfachenden Annahmen von
[8, 9] zu benutzen.

2. AUSDEHNUNG DER RELAXATIONSGEBIETE

Im foigenden wird angenommen, dass die Partikel
aus demselben, inkompressiblen Material konstanter
spezifischer Wirme bestehen, kugelformige Gestalt
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besitzen und die Partikel keiner Phaseninderung
unterliegen. Die Gasdichte soll so sein, dass die
Partikeldurchmesser sehr viel grosser sind als die
mittlere freie Wegldnge der Gasmolekiile. Alle Wech-
selwirkungen zwischen den Partikein werden vernach-
ldssigt.

Nach Marble {2] lassen sich fiir Gas-Partikel-Stré-
mungen bei Nichtgleichgewichtszustinden die Aus-
dehnungen der Relaxationsgebiete berechnen.

Fiir die Relaxation der Geschwindigkeit giit:

_nb
B 18u

)'G Au. (1)
Ag ist dabei die Weglinge, die ein Partikel vom
Durchmesser D und der Dichte p, braucht, um die
anfingliche Geschwindigkeits-differenz Au um das 1/e
fache zu vermindern; u ist die dynamische Viskositét
des Gases.

Entsprechend ergibt sich fiir die Relaxation der
Temperatur:

_ p,D*Pr
12u

wobei Pr die Prandtl-Zahl des Gases ist.

In Bild 1 sind die Relaxationslidngen in der Atmos-
phire fiir einen Umlenkwinkel von 20° bei M , =2
und 0 bzw. 15 km Héhe gezeigt. Typische Verhiltnisse
fir die Dichten p./p, = 1072 und die spezifischen
Wirmen c/c, = 1 wurden gewihlt. p, ist die Gas-
dichte vor dem Stoss, ¢ und ¢, sind die spezifischen
Wirmen fiir Partikel bzw. Luft. Wie man sieht, sind die
Relaxationslingen der Temperatur und Geschwindig-
keit fiir Partikel mit einem Durchmesser £ 1um
kleiner als 1 mm.

}'T Au9 (2)
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Ass. 1. Geschwindigkeits- und Temperaturrelaxationslidngen in Abhingigkeit vom Partikeldurchmesser.
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Stoss

ABB. 2. Schematische Darstellung der Gas-Partikel-Strémung am Uberschallkeil.

3. EINFLUSS DES PARTIKELVOLUMENS AUF DIE
ZUSTANDE UNMITTELBAR HINTER
EINEM GEFRORENEN VERDICHTUNGSSTOSS

Einige in der Rechnung bendtigte Grossen, die
schon in [ 1] definiert wurden, mégen hier kurz wieder-
holt werden. Der Parameter » ist das Verhiltnis von
Partikel-zu Gasmassestrom,

n=—o 2, G)

wobei ¢ den Masseanteil der Partikel darstellt. ¢ ist
mit dem Volumenanteil der Partikel ¢ verkniipft iiber
3 ¢ o

T e e 4
I-¢ 1-9p, @

Das Verhiltnis der spezifischen Wirmen x; und die
Schallgeschwindigkeit a; des Gemisches aus Gas und
Partikeln sind gegeben durch

1+~
<
KG—K_""‘?"" (5)
14+ xn—
cP
1+q£~
Kg 14
PR i — 4 6
¢ K 1419 ©)

k ist das Verhiltnis der spezifischen Wirmen und a die
Schallgeschwindigkeit des Gases.

Bild 2 zeigt den Verlauf der Stréomung um einen Keil
bei Uberschallanstromung. Bei einem gefrorenen Ver-
dichtungsstoss sind die Geschwindigkeit und Tempe-
ratur der Partikel unmittelbar hinter dem Stoss iden-
tisch zu denen in der ungestorten Stromung.

Die Erhaltungssitze bei einem gefrorenen Stoss
lauten [1]:

Kontinuitétsgleichung :
pmuu\, = pl“un (7)

Impulsgleichung parallel zum Stoss:

Uy

=u,, 8)

«

Impulsgleichung senkrecht zum Stoss:

ul u?

pm_{_...p“_";.-_pl.;.ﬁf_‘_!;_, )

L+n—= L+n—=

Py Py

Energiegleichung:
v « Ul
— 4T, + r;p—= L4 ¢, T, + nﬂ. (10)
2 Py 2 f

In Bild 3 sind die Geschwindigkeitskomponenten bei
einer Umlenkung & und der sich ergebenden Stossnei-
gung 0 gezeigt, p und T'sind die statischen Grossen fiir
Druck und Temperatur.

Auf die Herleitung der nachfolgenden Gleichungen
wird hier nicht eingegangen, sie entsprechen der
Behandlung der Gleichungen fiir ideale Gase [10].

Stass

ABB 3. Definition der Winkel und Geschwindigkeits-
komponenten am Stoss.
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Rankine-Hugoniot Bedingungen:

K+1ﬂ_l p,o(px >

o _xk-1p, Py \Pao (1)
Po K+1L _p1 nf= fi_1>
PY pn p, P
x+1p1 p,) p_1_1>
p_l=x—1pm © (12)
Pe K+1 py

p:(pz_l, )

i 1-Q
1 utm( 3)]

k~1 Pxo
Prandti-Beziehung:
(1- Ql)l:C‘z(l +Q;) —

= Uy tn, (1 + Qo) + uZ_Qy, (13)

Stosspolare: (siche Bild 4)
@) -(-2)
c* c* c*
2
x|31 +Q)=22 (a1 +Qy +Q,(’L;°> ]/
¢ C [+
Q)1+ Q)+ ——(1+Q ""’)2
[( 1 2 x—+—1~( c)(:;
-+ m)“ “‘] (14)

wobei c¢* = a; die kritische Geschwindigkeit ist.
Die in (13) und (14) auftretenden Grossen Q errech-
nen sich zu

k-1 Px
Ql'_' n—,
K 'R
2 Q,
&= T
Pp
Px
’,——
2Q, Pp 1
SETTa M
1+ n—

VA
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(15)
nP=
2k Py
+ T ‘x+l P
14n—=
Py
P x
n— 28

Q = py J’z(K - 1) (K - 1)2 1+ Pp

1 K+1  kix+1) kM2
+ —

Q, = %[QA('C + 1) = (x - D{1 -Q)(1 — Q) — 1}].

Der Stosswinkel 8 errechnet sich aus:

sin®f + asin*@ + bsin*@ + ¢ =0, (16)
mit
M3 +2 P :
a= — ML - |:x - r]~p—(x - I)Jsmzé,
2M% + 1
=2
174
[+ 11220 - 1)
+ Pe
4
[K— 1 —ry—-(x— 1)]
+1 Mfr sin?§, (17
cos?d
cC= ‘——A?—

d ist der Keilwinkel, siehe Bild 2.

In Bild § ist der Stosswinkel 0 iiber dem
Umlenkwinkel 6 fir M_=4, n=1 und die
Dichteverhiltnisse p./p, =00, 001 und 0.1, die
einem Partikelvolumenanteil von ¢ = 0.0, 0.01 und
0.09 entsprechen, aufgetragen.

¢ ldsst sich mit (3) und (4) berechnen zu

U

T S

ABB. 4. Definition der Winkel und Geschwindigkeitskomponenten zur Konstruktion der Stosspolaren.
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ABB. 5. Stosswinkel bei einem gefrorenen Verdichtungsstoss iiber dem Umlenkwinkel bei verschiedenen
Partikelvolumina.

. (18)
1+ v1p—aC
Py
Die Ergebnisse in Bild 5 zeigen deutlich, dass selbst bei
grosser Partikelbelastung die Unterschiede zur reinen
Gasstromung sehr klein sind. Man kann daraus
schliessen, dass in Gas-Partikel-Stromungen die
Gaszustinde hinter einem gefrorenen Stoss durch die
Grossen des reinen Gases gegeben sind.

4. EINFLUSS DES PARTIKELVOLUMENS AUF DIE
ZUSTANDE IM GLEICHGEWICHTSGEBIET
FUR PARTIKEL KLEINEN DURCHMESSERS

Wie in 3. gezeigt, werden die Zustandsgrdssen des
Gases unmittelbar hinter dem Stoss denen der reinen
Gasstromung entsprechen und fiir die Partikel gelten
dieselben Bedingungen wie vor dem Stoss. Im
Relaxationsgebiet werden sich bei grossem
Partikelmassestrom ausser den Zustandsgrossen der
Partikel auch die Zustandsgrossen des Gases dndern.
Nur die Richtung der Gasstrémung bleibt
unverédndert parallel zur Keiloberfliche. Bei kleinen
Partikeln wird, wie in 2. gezeigt, das Relaxationsgebiet
auch klein sein. Demnach werden nur wenige Partikel
im Relaxationsgebiet auf die Keiloberfliche
aufschlagen. Man kann folglich annehmen, dass die
Gradienten alier Grossen parallel zum Stoss identisch
Null sind. Unter diesen Bedingungen sind aber die
Gleichgewichtszustinde hinter dem Relaxationsgebiet
unabhingig von seiner Ausdehnung und identisch zu
denen, die sich fiir einen fiktiven Stoss ergeben wiirden,
bei dem die Zustinde von Gas und Partikeln
unmittelbar im Stoss angepasst sind. Dieser fiktive

Stoss wird Gleichgewichtsstoss genannt, und seine
Neigung weicht natiirlich von der eines gefrorenen
Verdichtungsstosses ab. Im folgenden werden die
Gleichgewichtszustidnde hinter dem Relaxationsgebiet
mit Hilfe des Konzepts des Gleichgewichtsstosses
berechnet.
4.1. Der Volumenanteil der Partikel ist nicht
vernachldssigbar

Unter den gemachten Voraussetzungen lauten die
entsprechenden Erhaltungssitze,

Kontinuititsgleichung:
1+ np—‘

P
pmunm = plum £ ’ (19)

l+v1£’—l
Pp

Impulsgleichung parallel zum Stoss:

(20)

ulx = uh’

Impulsgleichung senkrecht zum Stoss:

1+
=71 o

14+n— 1+9—
Pp Pp

Po + Polit- =p; + pytia,

Energiegleichung:

UL ¢ Pe
A+n)—+(1+9—)c, T +n—
2 Cp Pp

Ul c
=(1+n=t+ (1 + q—>c,T, o2 22
2 c p

P 4
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Daraus ergeben sich, (x _ 1)2 P
Rankine-Hugoniot Bedingungen: _ K 142 g Pp

Kg + 1 LI 2(l+nci) xGMfD<l+n/;—”>
Kg—1py 4 »

P _ _G_.__p_ (23)

P K¢+ 1 _ b
kKg—1 py b =$[dalx + 1) = (x = D{1 = ¢,)1 = ¢3) — 1}].
K¢ +1 py +1 Der Stosswinkel ergibt sich zu:

P _kg—1py (24) sin®0 + asin*6 + bsin20 +c=0,  (28)

Px KG+1+_p_L,
KG_I Px

Prandtl-Beziehung: 2! 1+ nf’i) )
a= — P —<1+ry—°°>(xc+1)sin26

) 1 =
- m[c* 1+ ¢2) — ——u2 (1 — dm] Mz,

mit

14

Kk+1

— cos? §,
= Uy tn, (1 + @) + un_ b5, (25) ( Pm)z
l+n— 2

Stosspolare : b= M‘Pp + (1 + Pm>
1\ fup  u\? » P,
&) T\ e

Uy iy Uy 2

I+ )71 =¢ )1 +¢2)+ 05|

c*c c

X (26)

2 Uy 2 Uy Uy
(1= B0+ §) + ——(1 + "’6’(?) otz

P
2(1 + n—-)
Die in (25) und (26) benutzten Grossen ¢ lauten: 8 {Ka +1  (kg+ Ustinz 5+ Py
M

vE 2 < cos? s,
k—~1 pg
PRI (1 +n)
v ¢’ c= - _Prl o2 29
+ )
1+ ﬂc— M7
’ 1 Die Gleichungen fiir das Verhiltnis der statischen
( 1+ ,,f.) + k- ,,.p_’i Driicke, das Dichteverhiltnis und das Mach-
2k ¢ Cp Py zahlverhiltnis iiber den Stoss lauten:
¢2 = X+ 1 "; c Py s ,
L4n— 1+";‘ 2xGM§°sin20—(1+n-°i>(xG—1)
4 4 p—1= Pp (30)
P Px Po p:x)) ’
n— n— 1+n— (kg +1
¢3_2(K—1) Py Py ( "pp (k¢ )
1- » c\’ .
(=90 1+ qp—' xMiKG(l + n—) Pr_ M7 sin® (g + 1) . 6
Pp P Px 2 .2 P
MZsinf(xg - 1)+ 2|1 +n—
2k c P o d ,
i " un
$e = r e, @7 (1 + ,,P_z)
1+ n;;—x (%) =0 Pr
» =/ h (p_m+ nﬂﬁ)
s 2k Bf_{ 1 Py Py
T+ Pp <1+q£i>2 Puo+ Pol
2=
p
; «|sinzo [ 2 Lo \_yliqf. (32
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ABB. 6. Stosswinkel bei einem Gleichgewichtsstoss iiber dem Umienkwinkel bei verschiedenen
Partikelvolumina.

In Bild 6 ist der Verlauf des Stosswinkels 8 iiber dem
Keilwinkel & fiir eine Machzahl M, = 4, fiir ein
Verhiltnis der spezifischen Wirmen (c/c,) = 1 und ein
Massestromverhiltnis s = 1 mitdem Dichteverhiltnis
p=/p, als Parameter aufgetragen. Die entsprechenden
Volumenanteile der Partikel ¢, & = (1, p,/p,) (18),sind
in Bild 5 angegeben. Ein typischer Wert fiir p./p, in
der Atmosphire ist 10~ 3. Man sieht deutlich, dass nur
fiir grosse Werte von p./p, und bei gleichzeitig
grossem Partikelmassestrom (n = 1) der Einfluss des
Partikelvolumens eine Rolle spielt.

4.2. Der Volumenanteil der Partikel ist klein

Fiir kleine Werte von ¢ sind die Erhaltungssitze
identisch zu den (19)-(22), wenn die Grossen n(p../p,),
1(p1/Pph 1P o/p,) und n(p,/p,) vernachlissigt werden.
Die Schallgeschwindigkeit a; lautet fiir ¢ « 1
Kg

2 —

ai=a’

a* ——— 33

x(1 + n) 33)
Die Rankine-Hugoniot Bedingungen sind unab-
hingig von der Grosse von &.

80

[grd ]

60

40

20

0 10 20

50
6[grd]

ABB. 7. Stosswinkel iiber dem Umlenkwinkel mit n(c/c,) als Parameter.
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Die Prandtl-Beziehung vereinfacht sich zu:

-1
c* — s ui_ =1, u,. (34)
Kg+ 1
Fiir die Stosspolare gilt:
Uy Uy
1\ (U u )\ c*c*
) \c* c* U, Uy 2 (um)2 '
1-=22 (=
c*c* Kkg+1l\c*
(35)
Der Stosswinkel errechnet sich zu:
sin®@ + a sin*0 + b sin?0 + ¢ = 0, (36)
mit
2+ ML
a= — T Kgsin? g,
IME 41 [rkg—1 (xg+ 1)
b= ¢ +( s+ 1) sin? §,
M4 M2 4
cos?é
= - (37)

Fiir das Dichte-, Druck- und Machzahlverhiltnis
erhdlt man:

Pr 2kgMisin?B ~ (kg — 1)

) 38)
Pso Kg + i

21 M2 sin? O(xg + 1)
p.  MZsin?f(kg— 1)+ 2’

(39

H. W. Stock

strémung denen der reinen Gasstromung. In [8, 9]
sind folgende fiir schlanke Keile im Hyperschall
giiltige Annahmen getroffen worden:

1. Die Gasgeschwindigkeit parallel zum Keil ist
gleich der Anstromgeschwindigkeit.

2. Der Stosswinkel errechnet sich aus

)
0= . 41)
1422
P1
3. Unmittelbar hinter dem Stoss ist die

Geschwindigkeitskomponente der Partikel parallel
zum Keil gleich der Anstromgeschwindigkeit U ,, und
die Komponente senkrecht zum Keil gleich — U 6.
In der vorliegenden Arbeit werden keinerlei
Annahmen dieser Art getroffen, damit sind die
Gleichungen auch fiir Keile grossen Offnungswinkels
im geringen Uberschall giiltig. Die normalerweise
notwendige numerische Integration der
Bewegungsgleichungen wird durch die Wahl eines auf
den Stoss bezogenen Koordinatensystems umgangen
und die Integration der Differentialgleichungen kann
analytisch ausgefiihrt werden.

5.1. Bewegungsgleichungen
Die dimensionslosen Bewegungsgleichungen fiir
Partikel in dem uniformen Gasgeschwindigkeitsfeld
der Stosschicht lauten:
du 3
_d—tﬂ =-3 f;cw(u, — w4, — w)? + (v, — v)*]*2,
(42)

und

M,

M \?_ (kg + 1)*M* sin? 0 — 4(M2 sin? @ — 1)(xgM2 sin2 8 + 1)
[2xgM2% sin?2 6 — (kg — 1)][M% sin? 0(xs — 1) + 2]

Die Gleichungen (34)—(40) sind identisch zu denen fiir
ideale Gase, wenn fiir x der Wert des Gemisches kg
eingesetzt wird.

Die Bilder 7-9 zeigen dic Ergebnisse fiir den
Stosswinkel 8, das Druckverhiltnis p,/p, und die
Machzahl M, aufgetragen iiber dem Keilwinkel 4 fiir
verschiedene Werte von n(c/c,) =0, 0.1 und 1. Die
entsprechenden Werte fiir «/x sind x/x; = 1, 1.03636
und 1.2,

Bild 10 zeigt die Stosspolaren fiir M, = 2 und 4 mit
n(c/cp) =0, 0.1 und 1.

5. PARTIKELVERHALTEN FUR KLEINE
PARTIKELMASSESTROME
In den Arbeiten von Probstein und Fassio [8] und
von Peddieson und Luy [9] sind analytische
Ausdriicke fir die  Flugbahnen, Auftreff-
geschwindigkeiten und Auftreffdichten von Partikeln
um schlanke Keil im Hyperschall entwickelt worden.
Fiir kleine Partikelmassestréme (7 « 1) entsprechen
die Zustandsgrossen des Gases in der Zweiphasen-

(40)
dv 3p
d_tp =-3 ;)—;cw(v, — )[4, — w)?* + (v, — v)*]'7,
43)
mit
i, 5, i 7
= =, U= =
YU T T
und
Vs
t=0f—.
D
4, und 7, sind die Komponenten der

Partikelgeschwindigkeit, 7 und ¢ die Komponenten der
Gasgeschwindigkeit, U, die Anstromgeschwindigkeit
und D der Partikeldurchmesser. Der gemessene
Verlauf des Widerstandsbeiwertes eines
kugelformigen Partikels ¢, ist als Funktion der
Reynoldszahl Re in Bild 11 gezeigt. In [11] ist eine
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ABB. 8. Das Verhiltnis der statischen Driicke vor und hinter dem Stoss fiber dem Umlenkwinkel mit n(c/c,)
als Parameter.

Formulierung angegeben, die die gemessene Kurve Mit
analytisch anndhert, siehe Bild 11,

By
| Ly (46)
A 4
Co=—5 (44) Pp Pp Fx
Re
und
mit Dp, U,
DpU Re ===,
- © 2 -2 4 B
ke [ = )” + (& = oY) 43) wobei p und p die Dichte und Viskositit des Gases in
der Stossschicht sind,
Es gilt fiir
ergeben (42) und (43)
Re<l : A1=24 5 Bxsl; d
U
1<Re<10°: A,=24 ; B,=%; 52 = = Py = W + @, = o102, — ),
Re > 103: A3 = 0-44; 83 = 0; (47)

& {grd}

ABB. 9. Machzah! hinter dem Stoss iiber dem Umlenkwinkel mit n(c/c,) als Parameter.
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05

ABB. 10. Stosspolaren mit n{c/c,) als Parameter.

~,
—— MESSUNG N
-—— ANNAHERUNG N

ABB. 11. Widerstandsbeiwert einer Kugel als Funktion der Reynoldszahi.
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[—— 3™ =%’;—
20
10
0 R
0 100 200 300 %p 400 500
ABB, 12. Partikelflugbahnen bei verschiedenen Widerstandsgesetzen.
E———P[(u - uf? + (v, — 0)*]* P (v, — v). x_ U xy _Up —u
dt ! Xp = Xp = ;—-—(y,.—y,,)-— P
@8) " !
P
Gleichungen (47) und (48) miissten simultan gelost x {exp[— —‘(y, Y 1]}, (54)
werden.  Die  vorgeschlagene  Wahl  des Ve
Koordinatensystems ermoglicht aber eine einfache, Bereich 2: 1 < Re< 10%,
analytische Integration des Gleichungssystems. 18 s
Nimmt man an, dass die y-Richtung parallel zum Stoss P, = d (p H ) , (55)
und die x-Richtung senkrecht dazu verlduft und ferner, Re“ P Ry
dass u, u, und v, v, die Komponenten der Gas-undder 1 -(3/23
Partikelgeschwindigkeit in x- bzw. y-Richtung sind, -£=1+ —[(u; —-u)" 3 g §—3 O, =¥y )} R
dann ergibt sich u u Ve (56)
V=1, = v, =cosf " 5
u = cosf tan(d — §) (49) x,—x;=;—(y,-y,,)—3—}—,~
Mit (49) folgt fiir (47) und (48) e
du ({(ﬁ — u)‘tllﬁ + % (}'p p }
-5—'5 = — Pyfu, — u)* "%, (50)
' -y - u)“], 57
édv_p -0 (s1) Bereich 3: Re > 103,
t
Py=0332, (58)
5.2. Flugbahnen,  Auftrefigeschwindigkeiten  und xp,
Aufirefidichten der Partikel Up —u
Entsprechend der Aufteilung der Re-Zahlbereiche u, u
zur Ermittlung von c,, werden hier drei verschiedene it s s » (59)
Verhaltensweisen der Partikel beschrieben. Im ~—(u, —u)y, =y, )+1
folgenden sind die Koordinaten dimensionslos =
gemacht mit dem Partikeldurchmesser D. N u 1
Xp = Xp = ;'(}’p Yp )t P.
Bereich 1: 3 3
Pa x x
Re<1:p, =8 P= b (52) xIn [;;'(“p —u)yp = yp) + 1] (60)
Re, pp o *
u W —yu x, und y, sind die Koordinaten eines Partikels im x, y
L=-14+-2L cxp[— ——-(yp ¥y) :}, {53) Koordinatensystem in der Stosschicht. Die Grossen
u

x,, ¥, und u; sind die Anfangswerte fiir x,, y, und u,
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M,, =4
pr, = ! Lkp/emd)

o =30 1°%]
s =20°
b =1(mml
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AsB. 13. Partikelflugbahnen bei verschiedenen Widerstandsgesetzen,

am Beginn der Giiltigkeit der einzelnen Bereiche. In
den Bildern 12 und 13 sind Beispielrechnungen gezeigt,
bei denen innerhalb der Stosschicht die Variation von
Re so war, dass Bereichsgrenzen gewechselt wurden.
Drei Berechnungsergebnisse fiir die Flugbahn
[F, = J,(%,)] sind dargestellt; die durchgezogenen
Kurven entsprechen einer Rechnung mit einem
Wechsel des Widerstandsgesetzes ¢, = ¢ {Re)
innerhalb der Stosschicht, bei den verbleibenden
Kurven ist mit zwei konstanten Widerstandsgesetzen
gerechnet worden, die dem  Re-Zahlbereich
unmittelbar  hinter dem Stoss und dem sich
anschliessenden Re-Zahlbereich entsprechen. (X, und
7, sind die Koordinaten eines Partikels in dem
Koordinatensystem %, 7, das durch Drehung um einen
Winkel von 90 — (8 — d) aus dem x, y System
entstanden ist; pr_und Tr_ sind der Totaldruck bzw.
Totaltemperatur der ungestorten Strdmung.)

Aufder Geraden y = const., die durch die Keilspitze
geht, gibt es e¢inen ausgezeichneten Abstand y.
Partikel, die dort in die Stosschicht eintreten, werden
stromabwirts gerade noch die Keiloberfliche
tangieren, d.h. alle Partikel, die bei y <y in die
Stosschicht eintreten, schlagen auf der Keiloberfliche
auf. Fir den Bereich Re > 10° existiert die
errechenbare  Grdsse y'°  nicht, da  der
Widerstandsbeiwert ¢, fiir diesen Bereich konstant ist.

Bereich 1:

Bereich 2:

(62)

Die Auftrefigeschwindigkeit der Partikel auf die
Keiloberfliche errechnet sich aus

V4 = u, cos(d — 8) — v, sin(d — J). (63)

Die auf die Auftreffgeschwindigkeit V', an der
Keilspitze bezogene Geschwindigkeit ¥, ergibt

V. Uy —

A _BHTY (64)

3
Vi u, —u

vV, =siné.
Die Auftreffdichte E wird definiert als das Verhdltnis
der Partikel, die auf der Keiloberfliche auftreffen, zu

den Partikeln, die unbeeinflusst von der Gasstrdmung,
auftreffen wiirden.

Es folgt:
cg@—s-2 =_0
Ee= X, - u X, (65)
ctg@ — o) —ctgd v, v,
U Uy

Es lassen sich mit Hilfe der (61) und (62) vereinfachte
Gleichungen angeben.

Bereich 1:
u - -y uy —u
Loy k exP(“M'—>, (66)
u y u
X, — X, u
Yo v,
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- 20°
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ABB. 14. Verlauf der Flugbahn, Auftrefidichte und Auftrefigeschwindigkeit der Partikel iiber der Keiltiefe bei
M,=2

Xp/y

ABB. 15. Verlauf der Flugbahn, Auftrefidichte und Auftreffgeschwindigkeit der Partikel iiber der Keiltiefe bei
M,=4

HM.T 232—C
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V u> —u
—,—=exp(——y—, J ) (68)
A
u' —u
E =
u
ool 2om =8 T\
X[ ——lexp{ == ——p—1 , (69)
» y u
Bereich 2:
Yy M Tk
u u
— X u* =g\~
X(l-l-%yp—y,y"’L—u——> , (70)
X, — X, _u
Y v
NN R )
y y u
(71)
Vv, ur —u\"B
—f=<1+§%',’——"—u——> : (12)
A
E=u: -u

u

x (_ ”_'[{1 salete o "}_Gm - 1]>_1. (73)
Yp y u )

Fiir den Bereich 3 gelten fiir u,/u und x, — x; (59) und
(60). V,,/V'4 und E konnen mit den (59), (60), (64) und
(65) mit x; =y, =0 ermittelt werden. Die

H. W. Stock

Gleichungen (66)—(73) geben die gesuchten Grossen in
einer Form wieder, die unabhingig ist vom
Partikeldurchmesser und von der Re-Zahl. Die
Ergebnisse fiir M, = 2 und 4 sind in den Bildern 14
und 15 gezeigt. (X und j sind wiederum die um den
Winkel 90—(6-6) gedrehten Koordinaten).
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SUPERSONIC GAS PARTICLE FLOWS OVER A WEDGE

Abstract—Supersonic gas-particle flows over wedges were investigated. The influence of the particle volume

on the conditions of the gas immediately downstream of a frozen shock wave and for small particles on the

equilibrium conditions of the gas and the particles at the end of the relaxation zone was examined Analytic

expressions were derived, which determine for small particle mass flows, the motion of the particles in the
shock layer.

ECOULEMENTS SUPERSONIQUES GAZ-PARTICULES AUTOUR
D'UN DIEDRE

Résumé—On étudie les écoulement supersoniques gaz-particules autour d’un diédre. On examine I'influence

du volume de la particule sur les conditions du gaz immédiatement en aval d’une onde de choc et, pour les

petites particules, sur les conditions d’equilibre du gaz et des particules 4 la fin de la zone de relaxation.

Des expressions analytiques obtenues déterminent, pour les faibles débits massiques de particules, le
mouvement de celles-ci dans la couche de choc.

OBTEKAHME KJIMHA CBEPX3BYKOBBIM MMOTOKOM lA3A C YACTULAMH

Ansoraums — [poseneHo HccnenoBaHHe OOTEKaHMA KIHHLEB CBCPX3BYKOBBLIMH [OTOKAMH Traja ¢

vacThHuamu. Mccienyerca sausume o61bEMHOM 10K YaCTHU HA YCIIOBHA TE4CHHA Tala HEMOCPENCTBEHHO

12 3aMOPOXCHHOW YIAPHOW BOIHOM, a B Clyyae 4HacTHU HEGONBbWIHX Pa3MEpOB, HAa YC/OBHR PaBHO-

BECHS Ta’a H YaCTHL B KOHLE pPeNakCauMOHHOW 30HHL [l1a HeGOMBIIMX MAcCOBLIX COAepXaHHM
YACTHI NMONY4EHB! AHATHTHYECKHE BBIPAXKCHHS HX IBHXEHHA B YIADHOM ClOe.



